
ΘΕΜΑ 4 

Θεωρούμε τους αριθμούς 𝛼, 𝛽 με 1 < 𝛼 < 𝛽 και την παραγωγίσιμη στο 𝑅 συνάρτηση 𝑓, με 

συνεχή παράγωγο, ώστε 𝑓(𝑥) > 0, για κάθε [𝛼, 𝛽]. Ας είναι 𝜆 ο συντελεστής διεύθυνσης 

της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία 𝛢(𝑎, 𝑓(𝑎)) και 𝐵(𝛽, 𝑓(𝛽)), με 𝑓(𝑎) ≠ 𝑓(𝛽).  

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)+𝜆𝑎−𝑓(𝑎)

𝑥
 ικανοποιεί τις υποθέσεις του 

θεωρήματος Rolle στο διάστημα [𝛼, 𝛽].  

(Μονάδες 5) 

β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει 𝑐 ∈ (𝛼, 𝛽) ώστε 𝑐𝑓′(𝑐) − 𝑓(𝑐) − 𝜆𝑎 + 𝑓(𝑎) = 0. 

(Μονάδες 6) 

γ) Αν γνωρίζουμε ότι 𝑓′(𝑐) ≠ 𝜆, να αποδείξτε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης 

της 𝑓 στο σημείο 𝛭(𝑐, 𝑓(𝑐)) και η ευθεία 𝛢𝛣 τέμνονται σε σημείο του άξονα 𝑦′𝑦. 

(Μονάδες 7) 

δ) Αν είναι  
𝑓(𝛼)

𝑓(𝛽)
= 𝑒2, να αποδείξτε ότι το ολοκλήρωμα 

𝛪 = ∫
𝑥 ∙ 𝑓′(𝑥2 + 1)

𝑓(𝑥2 + 1)
𝑑𝑥

√𝛽−1

√𝛼−1

 

ισούται με −1. 

(Μονάδες 7) 

 


