
ΛΥΣΗ 

α) Παρατηρούμε ότι lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

(−𝑥2 + 𝑥 + 1) = 1, ενώ 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 1 + lim
𝑥→1+

[
(𝑙𝑛𝑥)2

𝑥
] = 1 + 0 = 1.  

Ώστε lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = 𝑓(1) = 1, άρα 𝑓 συνεχής στο 1. 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= lim

𝑥→1−

−𝑥2+𝑥+1−1

𝑥−1
= lim

𝑥→1−

−𝑥(𝑥−1)

𝑥−1
= lim

𝑥→1−
(−𝑥) = −1, ενώ 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= lim

𝑥→1+

(𝑙𝑛𝑥)2

𝑥(𝑥−1)
 (𝛼𝜋𝜌𝜊𝜎𝛿.

0

0
).  

Ελέγχουμε αν υπάρχει το lim
𝑥→1+

[(𝑙𝑛𝑥)2]
′

(𝑥2−𝑥)′
= lim

𝑥→1+

2𝑙𝑛𝑥 ∙ 
1

𝑥

2𝑥−1
= lim

𝑥→1+

2𝑙𝑛𝑥

2𝑥2−𝑥
= 0. 

Άρα lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= 0. 

Ώστε η 𝑓 δεν είναι παραγωγίσιμη στο 1. 

β) Από α) ερώτημα, προκύπτει ότι ένα κρίσιμο σημείο είναι το 𝑥0 = 1. 

Εξετάζουμε αν υπάρχουν εσωτερικά σημεία του διαστήματος [−1, +∞) στα οποία η 

παράγωγος μηδενίζεται. 

Έχουμε 𝑓′(𝑥) = {
−2𝑥 + 1,   − 1 ≤ 𝑥 < 1
𝑙𝑛𝑥(2−𝑙𝑛𝑥)

𝑥2 ,             𝑥 > 1
  

διότι [
(𝑙𝑛𝑥)2

𝑥
]

′

=
((𝑙𝑛𝑥)2)

′
𝑥−(𝑙𝑛𝑥)2𝑥′

𝑥2 =
2𝑙𝑛𝑥 ∙ 

1

𝑥
 ∙𝑥−(𝑙𝑛𝑥)2

𝑥2 =
2𝑙𝑛𝑥 − (𝑙𝑛𝑥)2

𝑥2  και 

 (−𝑥2 + 𝑥 + 1)′ = −2𝑥 + 1. 

Παρατηρούμε ότι για −1 < 𝑥 < 1, έχουμε 𝑓′(𝑥) = 0 ⇔ −2𝑥 + 1 = 0 ⇔ 𝑥 =
1

2
 δεκτό, ενώ   

για 𝑥 > 1, έχουμε 𝑙𝑛𝑥 > 0, άρα 𝑓′(𝑥) = 0 ⇔ 2 − 𝑙𝑛𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑒2 > 1, δεκτό. 

Ώστε υπάρχουν τρία κρίσιμα σημεία, τα 𝑥1 =
1

2
, 𝑥0 = 1 και 𝑥2 = 𝑒2. 

γ) Παρατηρούμε ότι για 𝑥 ∈ [1, 𝑒], έχουμε: 

 𝑥 ≥ 1 ⇔ −𝑥 ≤ −1. Άρα 𝑒−𝑥 ≤ 𝑒−1 < 𝑒0 = 1 ≤ 1 +
(𝑙𝑛𝑥)2

𝑥
. 

Ώστε 𝑒−𝑥 < 1 +
(𝑙𝑛𝑥)2

𝑥
= 𝑓(𝑥), για κάθε 𝑥 ∈ [1, 𝑒]. 

Ώστε το ζητούμενο εμβαδόν είναι: 

 𝛦 = ∫ [1 +
(𝑙𝑛𝑥)2

𝑥
− 𝑒−𝑥] 𝑑𝑥 = 𝑒 − 1 + ∫

(𝑙𝑛𝑥)2

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
− ∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥

𝑒

1

𝑒

1
= 

𝑒 − 1 +
1

3
− (−𝑒−𝑒 + 𝑒−1) = 𝑒 −

2

3
+

1

𝑒𝑒 −
1

𝑒
=

𝑒𝑒+1−𝑒𝑒−1+1

𝑒𝑒 −
2

3
 , διότι για τον υπολογισμό του  



 𝛪1 = ∫
(𝑙𝑛𝑥)2

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

1
, θέτουμε 𝑢 = 𝑙𝑛𝑥, άρα 𝑑𝑢 = (𝑙𝑛𝑥)′𝑑𝑥 =

1

𝑥
𝑑𝑥, οπότε 𝛪1 = ∫ 𝑢2𝑑𝑢

𝑙𝑛𝑒

𝑙𝑛1
=

∫ 𝑢2𝑑𝑢 = [
𝑢3

3
]

1
0

=
1

3

1

0
 , ενώ ∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥

𝑒

1
= [−𝑒−𝑥]

𝑒
1

= −𝑒−𝑒 + 𝑒−1. 


