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Η ςυνάρτθςθ   είναι ςυνεχισ ςτο κλειςτό διάςτθμα [   ] ωσ πολυωνυμικι.  

 ( )                

 ( )                  
}. Άρα  ( )   ( )    , οπότε από το κεώρθμα 

Bolzano θ  ( )    ζχει μία τουλάχιςτον ρίηα    (   ), με      . 

Θα αποδείξουμε ότι και θ ρίηα    είναι μοναδικι. 

Η ςυνάρτθςθ   είναι ςυνεχισ ςτο 0, γιατί: 
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Η ςυνάρτθςθ   είναι παραγωγίςιμθ ςτο (     ) και ςτο (    ) ωσ πολυωνυμικι με  
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 Άρα   ( )    για    .  

Οπότε για       κα ιςχφει  ( )   ( )   ( ) ι    ( )   . Δθλαδι θ εξίςωςθ 

 ( )    δεν ζχει ρίηα ςτο [   ]. Επίςθσ λόγω μονοτονίασ τθσ   ςτο [    )  θ ρίηα 

   (   )  [    ) είναι μοναδικι γιατί θ    είναι γνθςίωσ φκίνουςα. 

Άρα τελικά θ   ζχει δφο ακριβώσ ρίηεσ τισ        με      και     . 

β)  

i. Από το α) ερώτθμα ζχουμε ότι        . Θα εξετάςουμε αν θ   ικανοποιεί 

κακεμία από τισ προχποκζςεισ του κεωριματοσ Rolle ςτο διάςτθμα [     ].  

Αρχικά, θ   είναι ςυνεχισ ςτο  , αφοφ είναι ςυνεχισ ωσ παραγωγίςιμθ ςτο (     ) 

και ςτο (    ) και ςυνεχισ και  ςτο 0, όπωσ αποδείξαμε ςτο α) ερώτθμα. Θα 

εξετάςουμε αν είναι παραγωγίςιμθ ςτο 0 που είναι εςωτερικό ςθμείο του 

διαςτιματοσ [     ]. 
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Άρα θ   είναι παραγωγίςιμθ ςτο 0 με   ( )    

Οπότε θ   είναι ςυνεχισ ςτο [     ], παραγωγίςιμθ ςτο (     ) και 

 (  )   (  )   , αφοφ τα       είναι οι ρίηεσ τθσ  ( )   . Δθλαδι πλθροφνται 

όλεσ οι προχποκζςεισ του Θ. Rolle  ςτο [     ]. 

ii. Επομζνωσ υπάρχει ζνα τουλάχιςτον   (      ), τζτοιο ώςτε   ( )   . 
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Άρα τα   (      )  για τα οποία ιςχφει   ( )    είναι τα      και      και 

είναι μοναδικά γιατί θ εξίςωςθ           είναι 2ου βακμοφ και ζχει 2 ρίηεσ 

άνιςεσ. 

γ) Η   είναι ςυνεχισ και παραγωγίςιμθ ςτο   και το πρόςθμο τθσ    κακώσ και θ μονοτονία 

τθσ   φαίνονται ςτον παρακάτω πίνακα. 
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H   είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο (    ] και γνθςίωσ φκίνουςα ςτο [    ). Παρουςιάηει 

ολικό μζγιςτο ςτο      το  ( )   . Άρα  ( )    για κάκε    . 

Η εφαπτομζνθ ευκεία ε τθσ     ςτο ςθμείο  (   )  ζχει ςυντελεςτι διεφκυνςθσ   ( )   , 

οπότε θ εξίςωςι τθσ είναι    . 

Αν  ( )   , τότε επειδι  ( )    για κάκε    , το εμβαδόν Ε του χωρίου που 

περικλείεται από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ   , τθσ    και τθν ευκεία x=0 είναι  

   ∫ ( ( )   ( ))   ∫ (          )   
 

 

 

 
∫ (        )   

 

 
 

[
  

 
      ]

 

 

         τ.μ. 

Όλα τα παραπάνω φαίνονται ςτο ςχιμα που ακολουκεί. 



 

 

 


