
ΛΥΣΗ 

α) Η συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞) με  

𝑓΄(𝑥) = +𝑥 +
1
𝑥-

!

= 1 −
1
𝑥" =

𝑥" − 1
𝑥"  

Λύνουμε την εξίσωση 

𝑓΄(𝑥) = 0 ⇔
𝑥" − 1
𝑥" = 0 ⇔ 𝑥" − 1 = 0

#$%
01 𝑥 = 1 

Τα πρόσημα της παραγώγου της 𝑓 φαίνονται στον ακόλουθο πίνακα: 

   𝑥      0                 1              +∞ 

𝑓΄(𝑥)         −         0         + 

𝑓(𝑥)                                       

Άρα, η συνάρτηση 𝑓 είναι: 

o γνησίως φθίνουσα στο (0,1], αφού είναι συνεχής στο (0,1) και ισχύει   

𝑓΄(𝑥) < 0 στο (0,1). 

o γνησίως αύξουσα στο [1, +∞), αφού είναι συνεχής στο [1, +∞) και ισχύει 

𝑓΄(𝑥) > 0 στο (1, +∞). 

Η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο (0,1], γνησίως αύξουσα στο [1, +∞) και είναι 

συνεχής στο 𝑥& = 1. Επομένως, η 𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 𝑥& = 1, το 

𝑓(1) = 2. 

β) Η συνάρτηση 𝑓 είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο (0, +∞) με  

𝑓΄΄(𝑥) = 	+𝑥 +
1
𝑥-

!!

=
2
𝑥' > 0	για κάθε	𝑥 ∈ (0, +∞) 

Συνεπώς, η f είναι κυρτή, δηλαδή στρέφει τα κοίλα προς τα πάνω, στο (0, +∞). 

γ) Είναι: 

lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − 𝑥) = lim
𝑥→+∞

+𝑥 +
1
𝑥 − 𝑥- = lim

𝑥→+∞

1
𝑥 = 0 

Άρα, η ευθεία 𝑦 = 𝑥 είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓 

στο +∞. 
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3.  i) — Για κάθε x < 1 η  f είναι συνεχής, ως πολυωνυμική
— Ομοίως για κάθε x > 1
— Για x = 1 έχουμε:

lim ( ) lim( ) ,
x x

f x x
→ →−

= − =
1 1

24 3  lim ( ) lim( )
x x

f x x
→ →+

= + =
1 1

2 3 και  f(1) = 3, 

οπότε η  f  είναι συνεχής στο 1.
Άρα η  f  συνεχής στο R.
Η συνάρτηση  f  παραγωγίζεται στο R–{1} με 

′ =
− <

>




f x
x x
x

( )
,
,

.
2 1
1 1

Η ′ =f x( ) 0 έχει ακριβώς μια ρίζα την x = 0. Το πρόσημο της  f ′  και η μονοτονία 
της  f  φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 

x −∞               0                       1             +∞

f ′ (x)          +          0            –                    +

f(x)  

Δηλαδή η  f  είναι: 
● γνησίως αύξουσα στα διαστήματα ( , ]−∞ 0  και [ , )1 +∞  και
● γνησίως φθίνουσα στο [0,1].

ii) H συνάρτηση  f  γράφεται: 

f x
x x
x x

x x
( )

, ( , ]
, ( , )
, [ , )

=

− ∈ −∞ −

− ∈ −

− ∈ +∞









2

2

2

1 1
1 1 1

1 1

● Η f είναι συνεχής στο R, ως απόλυτη τιμή συνεχούς συνάρτησης. 
● Για x ≠ ±1 έχουμε 

′ =
∈ −∞ −

− ∈ −
∈ +∞








f x
x x
x x
x x

( )
, ( , )
, ( , )
, ( , )

.
2 1
2 1 1
2 1

Η f ′ (x) = 0 έχει ακριβώς μια ρίζα την x = 0. Το πρόσημο της  f ′  και η μονοτονία 
της φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 
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